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摘要 讨论 加倍条件
,

H au ds or ft 测度 的等价 性及度 量 的等价 性之 间的关系
.

证 明了火两
g ,

与

补
, “ 2

对 所 有 紧 度 量 空 间 ( X
,

尸 ) 等 价
,

当 且 仅 当 纲 函 数 g ; 与 g : 等 价 ; 对 于 给 定 的

。 任 (0
,

co ) \ {1 }
,

证 明了火 P, “
和祝 cP,

g

对所有紧度量 空间 ( x
,

。 )等价
,

当且 仅 当纲 函数 g 满足加

倍条件
.

其 中祝
尸

· “
是 X 上关于度量 夕 与纲 函数 g 的 H au sd or ff 测度

.

关键词 H au
s

do
r
ff 测度 度量 纲函数 加倍条件

设 x 是非空集
.

称 x 上的两个度量 夕1
与 夕: 是

等价的
,

如果存在常数 。 < 。 , , 。 2 < co 使得对 任意

x
,
夕任 X

, c l召 1 ( x
,
夕 )镇尸2 ( x

,
夕 )镇 e Z户1 (二

,
夕 )

.

称 X 上的两个测度 尸 1
与 产 :

是等价的
,

如果存

在常数 。 < 。 1 , 。 2 < co 使得对任意 K 〔 X
, 。 , 产 , ( K )

毛 产 2 ( K )镇 c Z产 1 ( K )
.

称函数 g : 「0
,

co ) ~ 〔o
,

co )为一个纲 函数
,

如果它在〔O
,

co )上是递增
,

右连续的
,

当 t > 0 时

g ( t ) > 0
,

且 g (0 ) 二 0
.

称两个纲函数 9 1
与 g :

等

价
,

如果存在常数 。 < 。 , , 。 2 < co 及 占> 0
,

使得对

任意 。镇 t镇占有
, 。 , g , ( z )镇 9 2 ( t )镇 c Z g l ( z )

.

称纲函数 g 满足加倍条件
,

如果存在常数 。 < 。

< co 及 a > 0 使得对任意 。镇 t镇占
,

g (2 )t 镇 cg ( )t
.

由上面定义易见
,

一个纲 函数 g 满 足加倍条

件
,

当且仅当 g ( t) 与 g (2 t) 等价
.

设 ( X
,

川为度量空间
,

g 为纲 函数
,

K O X
.

x 的可数子集族 { u
;

}称为 K 关于度量 p 的一个参 覆

盖
,

如果 K 二 U *U 、 ,

且对任意 i
,

o < { U 、 {。簇 a
,

其 中 } U 、
l
。
表 示 U `

的 直 径 (即 { U * }。 二 s u p

}可 x
,

y ;) x
,

y 任 U * } )
.

令

K 关于度量 夕及纲函数 g 的 H au ds or “ 测度为

仲
’ “

( )K
一

公哗
“
( )K

·

容易验证按上述方式定义的测度是 x 上的 Bor el 正

则的度量测度
.

这里研究纲 函数
,

H au s d or ff 测度与度量之 间的

关系
,

它们是分形几何与几何测度论的研究中的很

基本的问题
,

主要的相关文献见参考文献 仁1一 6 ]
.

对任意纲函数 g
,

定义

g
二

( x ) =

g
’

( x ) = li tn

1 _ _
.

__
; g业业

1 11 1 1 1 11 1 / \
t
~ 0 9 、 L /

S U P群丹
,
二 妻 。

g 气` /

茸
, “

( 尺 ) 一 i n f艺 g ( . U
Z

{。 )
,

这里下确界遍取所有 K 关于度量 夕的 子覆盖
.

定义

给定纲函数 g
,

下面的引理给出了加倍条件借

助于 g
’

和 g
,

的几个等价描述
.

引理 1 设 g 是一个纲函数
,

则下面的陈述等

价
:

( 1) 9 满足加倍条件 ;

( 2 ) 对某一 x 呀 ( o
,

1 )
,

g
,

( x ) > 0 ;

( 3 ) 对任意 x ) o
,

g
二

( x ) > o ;

( 4 ) 对某一 x > 1
,

g
’

( x ) < co ;

( 5 ) 对任意 x > 0
,

g
`

(二 ) ( co
.

加 0 2
一

0 8
一

2 0 收稿
,

2 0 0 2
一

1 0
一

2 5 收修改稿
,
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证明 根据加倍条件与 g
,

的定义易见
,

g 满足

加倍条件
,

当且仅当 、 ,

{合)
> 。

.

因此我们有 ( 1 ) =>

( 2 )及 ( 3 ) => ( 1 )
.

此 外容易验证
,

如果乘积 g
二

( 二 )

、
·

{引
不是 。乘一

,

则有 g
·

(工 、 {引
一 `

·

故有

( 2 )拱 ( 4 )及 ( 3 ) # ( 5 )
.

为证引理
,

只须证明 ( 2 )冷 ( 3 )

即可
.

设 a 任 (0
,

1) 满足 g
二

a( ) > 0
.

则当 t 充分小

时有 g ( · , ) >

告
g

,

( a ) g ( : )
·

对任意 x > O
,

选取正

t 充分 小时有 g ( x )t 妻

令 F 。 二 〔O
,

1]
,

按以 下步骤构造 区间 〔0
,

l ]

的一个紧子集 x
:

取单位区 间 仁。
,

1 」的任意 k l 个

互不相交且具 有正长度的闭子区 间
.

用 F l表 示这

k l个区间的并集
.

对于 F l的每一个元 I
,

取 I 的

任意 k Z个互不相交且具有正长度的闭子 区间
,

由此

得到仁0
,

1」的 k l k Z
个互不相交的闭子 区间

,

用 F Z

表示这 k , k Z个区间的并集
.

继续上面的步骤
,

可得

到一个序列 F 。。 F I O F Z D … D F
、 ·

… 令

整数 m
,

g ( a 爪 t ) )

使得 二 ) a 阴 ,

则 当 X = n 军
_ I F

。 .

1

百g
,
( · )

{飞
( : )

.

由此 即 得 、
·

(工 ,妻

(告
g

·

(“ ’
> 0

厂
.

les
. .

、 lles

下面的定理给 出了在相 同的度量下
,

H au ds or f f

测度的等价性与纲函数的等价性之间的关系
.

定理 1 设 g
,

h 是两个纲函数
,

则祝 P, `

与神
,

“

对所有的紧度量空间等价
,

当且仅当 g 与 h 等价
.

证明 条件的充分性是 明显的
.

下证必要性
、

:
rt l
叹

~

万 又 入吸 1
乙

a ,
二 几“ ( n 任 N )

,

则对任意
n

根据上面的构 造
,

X 是 〔0
,

1] 的非空紧子集
.

称 F
。

的每一个元为一个
n
级基本区间

.

用 d
。

表示

所有
n
级基本 区间 的最大长 度

,

构造 中可以要求

hm
。 一、 co d

。 “ 0
.

设 二
,

y 任 x
,
二 尝 y

.

设 、 ( x
,

y ) 是同时包

含 二 与 y 的基 本 区 间的 最 高级 数
.

即 存在 一 个

n( 二
,

力级基本区间 I 包含 二 与 y
,

但任何更高级

的基本 区间不能同时包含 二
,

y
.

现在我们在 x 上

定义另一个度量 p 如下
:

若若

) 1 有
a l a Z

…
。 。

> 几
.

如果 g 与 h 不等价
,

根据

定义
,

存 在 一 个 序列 }占
,

十。 }
。
) 。
使 得 h m

n
一二

尸 (二
,
y ) 二

h ( 占
。

)
g (占

。

)
= 0 或 l im

n

一 co
h (占

,

)
g (占

,

)

0

占
、
( 二

,
, )

x = y
,

工 半 y
.

= + co
、

我们只讨论

l im
,
~ co

h (占
,

)
g ( a

。

)
= O 时的情形

,

h m
h ( 占

,

)
n

~ 的 g ( 古
。

)
= + 0 0

时的情形可同样处理
.

由于 g (0 ) 二 0 且 g 右连续
,

故 hm
。

一
g ( 占

,

) = 0
.

从而可进一步假设序列 {占
。

}

满足 g (占
,

)簇 ( 1 一 a 。

) g ( a
。 一 1 )

, n 〔 N
、

为完成定理必要性的证明
,

只需构造一个紧度

量空间 ( x
,

川使得

容易看出
,

在这个度量下
,

X 是紧的和全不连通的
.

下面估计 ( X
,

川 关 于纲 函数 g 的 H a us dor ff

测度
.

设 、
) 1

,

I 是一个
、
级基本 区间

.

由度量 尸

的定义易见
,

对任意 二
,

y 任 I 有 n( 二
,

y )妻
n ,

其

中等号对某些 x
,

y 任 I 成立
,

故有 }引
; 一 占

。 .

因

此
,

由所有
n
级基本区间构成的区间族是 X 关于 尸

的一个 么
一

覆盖
.

于是
,

由 ( 1) 式得

0 < 仲
, “

( x ) < co 且祝
p

,

“ ( X ) = o
拷

’ “
( X ) 簇 走1走2… k诸 ( 占

、

) 镇 g (占。 )
,

二
.

。 偏
,

厂g ( 占
, 一 1 ) 刁

_ _ _

~ 一
。

刀 肚叭 肚 “

一 L承五万
-

」
, ” 匕跳 县甲 L刘 从而

表示 x 的整数部分
,

则

`
·

) 〔六〕、
2

,

、 1、 2

… *
。

、

珊
,

( 1 )

火夕
, “

( x ) 镇 g (占。 )
.

( 3 )

设 产 是 x 上满足产 ( I
。

) = 1

k I k 2 … k
、 的惟一 B o r e l

k I k Z… k
:

) 黯
一 1

!(黯
一 1

!
…

!豁
2 一 1

!
、 鱼

瑞贵
丝业 、 几g (母。 )

g ( 占
。

)
( 2 )

概率测度
,

这里
n ) 1

,

I
,

是任一
n 级基本区 间

.

设 U 是 X 的一个子集
,

满足 o < } U }
。 < 占。

.

取
儿

为满足占
,

镇 } U }。 < a
, 一 1
的正整数

·

由度量 p 的定

义
,

} U } , 一 占
。 .

因此存在 一个
刀
级基本区间 I

。

使

得 U 江 I
。 .

故由 ( 2) 式得
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川 U )蕊 产 ( I
。

)=
1

k zk Z… k
。

、 丝迎泛〕
通夕 f丹

_、
你

·
( 、 )、 。

: :
。

貂
、

1
, ·

( 、 )

由 F or s t m a n 引理即得 几g ( 占。 )簇火p
,

g ( 尤 )
.

式得到

o < 几g ( 占。 ) 镇 火尸
, “

( x ) 镇 g ( 占。 ) <

对于纲函数 h
,

亦有

结合 ( 3) 由此即得

火尸
, “

( K ) 簇 g
’

( 。 2 ) 祝尸t
,

“ ( 尺 )
.

( 5 )

co
.

( 4 )

同样的讨论可得仲
1

, ·
( 、 )

翻
·

(刹
仲

2
, ·

( 、 )
·

兮 ( 、 ) 、 * 1 、 2 … *
。
、 ( 。

。

) 、 、 ( 。。

漂鲁粤
.

因 、 ,

( · 1 ) g
·

{去)
一 1

,

故

g 戈口 刀 尸

根据假设
,

h (占
。

)/ g ( 占
。

)~ o
,

因此 火户 ” ( x ) 二 0
.

与 ( 4) 式 比较可见
,

仲
,

“ ( x ) 和 祝两 “ ( x ) 不等价
.

定理证毕
.

对于同一纲函数
,

下面 定理给出了加倍条件与

H a us d or ff 测度的等价性之间的关系
.

定理 2 设 g 是一个 纲函数
, 。 任 ( O

,

co ) \

}1 }
,

则下述条件等价
.

( 1) 9 满足加倍条件 ;

(2 ) 对任意紧度量空间 ( X
,

川
,

仲
,

“
与 甘P, “

等价
.

证明 ( 1) 冷 ( 2)
.

事实上我们将证 明下面更一

般的结论
: 如果 g 是一个满足加倍条件的纲函数

,

则对任意两个等价的度量 产 , ,

户2 ,

测度祝
户1

, “

与祝即
“

等价
.

设 0 < 。 , , 。 2 < oo 是两个常数使得

g
,

(
。 , ) 协

,
, “

( 兀 ) 镇 火 p Z
, “

( K )
.

( 6 )

由 ( 5 )和 ( 6) 式知
,

祝PI,
g和冲

2
· “

等价
.

( 2 )冷 ( 1 )
:

利用 H au ds or ff 测度 的定义容 易验

证
,

祝恤
“ = 祝两

g (
·

)
.

故由定理 1
,

g ( )t 与 g c( )t

是等价的
.

据此
,

由引理 1 即知 g 满足加倍条件
.

下面的命题指出了当 g 不满足加倍条件时的一

种极端情形
.

命题 1 设 。 < 。 < 1
,

g 是纲函数
,

( X
,

户 是

度量空间
.

设
, 、 ,: _ 及恤立

_ n
_

\ 1 夕 川
i i t ~ 0 , 八 一 u 子

g 、 i 少

11) 0 ( 知
, “

( X ) ( co
.

祝、
,

g ( x ) 一 。
,

祝各
,

、 ( x ) 一 co

e l 召, ( x
,

夕 ) 镇 召2 ( x
,
夕 ) 毛 c Z产, (二

,
夕 )

,

V x
,
y 任 X

.

因为 g 满足加倍条件
,

故 由引理 1
,

g
,

( 。 1

证明 首先证明满足命题要求的纲函数 g 及度

量空间 ( X
,

动存在
.

取

若 t = 0

g ( t ) =
、 1 一

穿犷

—
乏: 、

牡 十 1
、

n 任 N
.l一n

<2

fllZ、se|l和 g
补

( 。 2 )都是 正有 限 的
.

因此 只须 证 明对任意

K 江 X
,

g
,

( 。 1 ) 火户:
,

“ ( K ) 毛祝 p Z
, “

(兀 ) 成

g
’

( 。 2 ) 甘
,

, “
( K )

.

容易验证
,

对任意 。 < 。 < 1 有
,

il叭、
g ( e t )

g ( t )

设 K 仁 X
,

占> 0
.

如果 } U , }是 K 关于 夕 ,
的一

个 参覆盖
,

则 { U , }是 K 关于 尸:
的一个

c Z参 覆盖
.

因为

习 g ( ` U * }。 2

) 蕊习 g (
“ 2 I U

之

, ; ,

)毛

。

二
。

箫
艺 g

(
` U

!

,户 ,

)
,

从而由 D v o r e t z k y 定理 (见文献 〔s j
,

定理 3 6 )
,

存

在一个度量空间 ( X
,

川使得 0 < 仲
, “

( x ) < co
.

注意到对任意 占> o
,

} u , }翼
,
是 x 关于 尸的一

个 参覆盖当且仅当 } U
:

}咒
l
是 X 关 于 cP 的一个

c参

覆盖
,

故由

豁
.

iul
二 , 一

馨瓮气特苦
g ( `印

尸 , 镇

。

二
。

貂客
g ( } U` “户 ,
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1
。

/
, 、

/
、

万 t 飞 9 k t )诀 t

J

~
.

, , ,

1 一 。 , 。
_

。 , 、 , 、

/
、

困此 了簇 几
犷

’

一 、 入 )飞 工
· 为证 ( 7 )

毋
“
( ` ,毛

。

二
,

留玲
“
( X ,

·

由条件 ( ii) 知 祝户
,

g ( X ) 是正有限的
,

又 由条件

, 、 , n l _ 乙困
_ n

态
。

_
n

戈 l尸产目 1 l l l i t净 0 /
.

\ 一 U
·

了 U
一

u

g 气 L夕

类似地
,

注意对任意 占> o
,

即得火 cP
,

“ ( X ) = 0
.

} U
;

}界
,
是 X 关于

式
,

只须证明分
, ·

( 、 ) 、 枷汤
,

· ( x )

号
·

设 n ,
J 任啊

.

由 x 的构造看到 x 由 3
”

个直径

为 5
一 ”

的拷贝组成
,

且每个拷贝可 由两个长度分别

为 5
一 ”

一 5 一 (
” 十 , )及 5

一 (
“ + , )的区间覆盖

.

故 x 可 由

2
·

3
”

个区间覆盖
,

其中长度为 5
一 ” 一 5

一 (
” + , )的区间

有 3n 个
,

长度为 5 一 (
” + , )的区间有 3n 个

.

故有

尸 的一个
c参覆盖当且仅 当 { u * }翼

1
是 x 关于

的一个 子覆盖
,

由

1

万夕 耀
二芽(X ) 簇 3

”
g ( 5

一 ”
一 5

一 (
” + , ’ ) + 3

”
g ( 5

一 ` ” + , ’ ) =

3
n

3
一 (

” 十 1 ) + 3
”

3
一 (

” + , ) =

艺 g ( , U 、 ,升) )
i n f 斗共交

g ( !

0 < t
簇 占 g \ ` L j 二二

U
:

I , )

冲
, ·

( 、 ) 、 。
;健

。

允鸳
` ( X ,

·

令 。~ 0
,

即得 协
,

g ( x ) 一 + co
.

证毕
.

给定一个度量空间 ( X
,

川 及一个纲 函数 g
,

视祝 cP, “ ( X ) 为变量
。 任 ( O

,

co ) 的函数
,

则它是递

增的
.

然而
,

下面的例子将证明即使纲函数 g 满足

加倍条件且 O < 祝夕
,
g

( X ) < co
,

祝华
,

g ( X ) 仍可能不

是严格递增的
.

设 p 是实直线上的 E uc h d 度量
.

考虑 0[
,

1] 上

的迭代函数系统
:

由此即得 ” 户
,

· ( X )毛 省
·

另一 方 面
,

设 。 是合
x

(
: 一

{合
￡ , ￡ 。 x

}{
上的 B O r e l 概率测度

,

使得对合
、 的任意

” 级拷贝

I
。

及任意
n 任润 有 产 ( I
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一 ” + `
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多与合
二 的两个 ( 儿 一 1 )级拷贝相交
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且有 。 ( ` ) -

3一
十 `
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由止比口得 产 ( I )毛 产 (了) 二 3 9 ( } I { )
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, ” ` 、
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了

一 3
’

沪2 ( x ) =
x 4

沪3 、 x , = 万 + 万
J J

设 x 为 由协生成 的 自相似集
,

则 x 二 U l令 ( 3

沪、 ( X )是一个 e a n t o r 型集
.

令
S = 10 9 5 3

,
2

, 、 _

{ 0

、 、 ` , 一 }3一 若 5

若 t = 0,

一 ”

镇 t ( 5
一 n + 1 , n 任 N

下面将证明
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